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RESUMEN: 
El objetivo central persigue poder delegar confiablemente en 
programas de computación la torna de decisiones complicad.as, o al 
menos conseguir de tales programas un asesoramiento confiable. 
En este trabajo se obtiene una generación completa de autómatas 
de tamaño 3 que implementan estrategias en juegos repetidos 
simetricos, complementando el estudio de Silvestri-Quintas (1992) 
donde sólo se consideraba una subclase (CONEXION OBLIGADA) y 
generalizando los estudios hechos para autómatas de tamaño 2 por 
Silvestri-Quintas (1994/95). 
Se consideran conductas óptimas (Equilibrios de Nash). Se 
estudian procesos de eliminación de estrategias dominadas. 
52 ler. Congreso Argentino de CienciaB de la Computación 
NTRODUCCION 
En el presente trabajo se generalizan, para autómatas de tamaño 
los métodos de generación de autómatas presentados para el caso 
utómatas de 2 estados por Silvestri-Quintas (1994/95), 
Al contar con una generación completa se pueden considerar 
liminaciones de estrategias dominadas según los siguientes criterios 
e dominación: Fuerte, regular y débil. 
Una segunda posibilidad es estudiar el Conjunto de pagos en 
quilibrio de Nash resultante en un juego repetido simétrico. 
Daremos una breve descripción de los conceptos básicos de Teoría 
e Juegos que se usan en este trabajo. 
Un juego modela matemáticamente una situación de conflicto 
stratégico donde interactúan individuos (jugadores) que tienen 
ontrol parcial sobre los resultados de esta interacción por el uso 
e determinadas estrategias. Los resultados del juego se miden por 
función de utilidad que representa la ganancia (usualmente 
que obtuvo cada jugador. 
Un ej emplo típico lo representa el juego del Dilema de los 
isioneros (la motivación del nombre y mas detalles se pueden 
e contrar en Friedman (1990), Silvestri-Quintas (1994), etc). 
Jugador 1 e 
o 
Jugador 2 
e D 
2, 2 -1,3 
3, - 1 0,0 
Figura 1 
uí hay dos jugadores, cada uno tiene dos estrategias e y D, uno 
ega por fila cuyo pago es el primer número antes de la coma y otro 
e elige la columna y cuyo pago es el segundo número. Esta elección 
s hace simultáneamente e independientemente. Se trata de un juego 
s métrico ya que la matriz de los primeros pagos correspondiente al 
p imer jugador es igual a la transpuesta de la matriz de pagos del 
s gundo jugador. 
Un juego repetido consiste de la repetición infinita de un juego 
el presentado anteriormente. En tal juego en cada etapa se 
e igen las estrategias a usar y los pagos se evalúan por medio del 
1 mite del promedio de los pagos de cada etapa. 
Esto da un marco dinámico que permite el uso de estrategias 
g obales donde los jugadores pueden reaccionar a las estrategias que 
e cada etapa usa su oponente. Estas estrategias globales se pueden 
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implementar por autómatas, los cuales consisten de estados donde cada 
jugador actúa en una forma determinada (elige una estrategia 
particular para la etapa del juego que correponda jugar) y 
transiciones entre estados que permiten el cambio de estados del 
autómata de acuerdo a lo que el oponente ha jugado en la etapa 
anterior. 
GENERACION DE AUTOMATAS DE LA SUBCLASE CONEXION OBLIGADA 
La idea de este 
autómatas.Esto significa 
restringida a una sola 
siempre será el "estado 
método es obligar a linealizar los 
que la estructura de los autómatas se verá 
manera de conectarse, donde el estado ml 
inicial", y si existe conexión con otro 
estado será con el m2 , y si de éste con otro será con el m3 , y así 
sucesivamente. La conexión se realiza por alguna de las salidas de 
cada estado, esto no descarta la posibilidad de que otra salida se 
conecte con otro estado o consigo mismo. 
La idea de linearizar se puede ver con un ejemplo de un autómata 
(estrategia) conectado en forma obligada, en el Dilema de los 
Prisioneros. 
-fc)~.d 
123 
Figura 2 
e d 
l~2 (C) 
2 2 3 (C) 
3 3 3 (O) 
Vemos que el estado ml que contiene la acción "C" se conecta con el 
estado m por "d" y éste con m por "d" Al forzar esta unión nos 2' 3' 
aseguramos de tratar una subclase de los autómatas con estados 
accesibles y no tratar ningún autómata con estados inaccesibles. Así 
generaremos 
accesibles, 
posteriores. 
los autómatas 
directamente, 
distintos estructuralmente 
sin comparaciones, ni 
GENERACION DE AUTOMATAS DISTINTOS EN FORMA ESTRUCTURAL 
con estados 
eliminaciones 
La siguiente es la secuencia para generar los autómatas 
distintos en forma estructural de tamaño <= N de la subclase : 
A) Generarnos los autómatas de tamaño N, evitando aquellos que 
tengan estados inaccesibles. (es decir, no generamos y luego 
eliminamos comparando, sino generamos directamente los válidos) 
B) Decrementamos el N en uno. 
C) Si N > O entonces volvemos al paso A), sino fin del proceso. 
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Definimos una "casilla prototipo" como una matriz de 
t ansiciones donde cada posición (i,j) tendrá todos los índices de 
1 s estados con los cuales puede conectarse el estado "i" (separados 
c comas). Cada casilla protot:ipo identificará un grupo de matrices 
d transición de autómatas de esta subclase. 
Veamos un ejemplo para N=3, recordando que sólo analizamos los 
d'stintos en forma estructural. 
Casilla: 
Indlces 
que \ndlcan 
el numero 
de e s t a do 
e d ~ elementos de I: { ~1E§ -0-0-0 
1 2 3 
Figura 3 
Obligamos una secuencia, de manera que podamos controlar la 
eración de casillas prototipos de matrices de transiciones que 
virán para la generación de los autómatas. 
Así se debe conectar el estado 1 con el estado 2 y el estado 2 
el estado 3. Veamos cuales son las distintas casillas prototipos 
si 1I:1=2 y ¿= { C , d } 
e d 
1 2 3 
18§* 23" 
3 .. .. 
e d 
1 2 3 1m· 2 .. 3 
3 .. .. 
-~o ~O e d d '~ 2 .. 3 
1 2 3 3 .. .. 
~ ·0 e d e 
'§§ 1 2 23" 3 3 .. .. 
Figura 4 
Te emos cuatro tipos distintos de conexión para los autómatas de 
ta año 3 ( c , C; c,d; d, d; d, c) . El asterisco "* 11 significa que la 
salida de los estados puede conectarse con cualquier otro, incluso 
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consigo mismo (*=1, 2,3) Vemos entonces que para N=3 tenemos 4 
casillas prototipo. 
Veamos para el caso de N=2 por extensión donde se puede 
verificar lo predicho. Entonces para N=2 tendremos 2 casillas 
prototipo: 
c d c d 
~ 1-1-1-, ~-+-I--.:.~ .:...:: ~=----l 1 ~_'.:..1 ,~2:.... -&-_-=2~ 2 . 1,2 1.2 
Figura 5 
En la Figura 7 se puede ver que realizando variaciones posibles de 
los elementos de cada posición de cada casilla, obtenemos 
para la casllla ,de la lzqulerda tenemos: 
(2) 0.2) <1,2) (1,2) 
1 • 2 • 2 • 2 = 8 
Y para la casllla de la derecha tenemos: 
(1,2) (2) (1,2) (1,2) 
2 • 1 • 2 • 2 = 8 
Es decir que en total tendremos 8+8 =16 autómatas distintos. 
Si generamos lo que nos está representando cada casilla 
prototipo obtendremos las siguientes matrices de transición según 
este conectada por "C" o "D": 
Conectada por 
c d 
1 crr=!J 
2 CJJ:::JJ 
e d 
1 crr=!J 
2CITJJ 
c d 18fB 211 
c d 
1 Effij 
221 
"C" 
c d 
1 CITJJ 
2 [I]2] 
e d 
1 CITJJ 
2 CIT:2J 
c d lti8j 
2 1 2 
c d 18BJ 2 2 2 
Flgura 6 
Conectada por 
c d 
1~ 
2 CJJ:::JJ 
c d 
1~ 
2 CITJJ 
e d 18fB 211 
c d 
1 Effij 
2 2 1 
"O" 
e d 
1 r=:rr=II 
2 [I]2] 
c d 
1 r=:rr=II 
2 CIT:2J 
c d lti8j 
212 
e d 18BJ 
"'2 2 2 
Vemos que los cuatro autómatas últimos generados por cada una de las 
casillas (la que conecta por "C" y la que conecta por "O") son 
equivalentes, por lo tanto estamos generando 16 autómatas donde 4 de 
15 ler. Congreso Argentino de Ciencias de la Computación 
Conectada por "C" Conectada por 110" 
1 2 2 
Figura 7 
e los son equivalentes. Lo que haremos es considerar una sola vez el 
c so cuando se conecta el estado 1 con el estado 2 por los dos 
e ementos del alfabeto al mismo tiempo, tomando este caso como una 
c silla especial y dejando las otras dos casillas sin la posibilidad 
d conectarse a la vez con el segundo estado. 
Si realizamos este cambio para el caso de N=2 nos quedarán tres 
c sillas prototipo para la generación de los autómatas de tamaño dos 
y son los siguientes: 
c d c d c d 
~I 1--1 ,-~--I1f--1-,-~--1 ~ 11--1 ,-~-1-1-1 ,-~~I ~I 1--1 ,'-':~--I11--1-,":~--I1 
Figura 8 
e lculando las variaciones posibles de cada casilla tendremos: 
para la casilla de la izquierda: 
(2) (1) (1,2) (1,2) 
1 • 1 • 2 * 2 = 4 
para la casilla del medio: 
(1) (2) (1,2) (1,2) 
1 • 1 • 2 • 2 = 4 
para la casilla de la derecha: 
(2) (2) <1,2) <1,2) 
1 • 1 • 2 • 2 = 4 
as las combinaciones de las casillas 
6matas distintos en forma estructural. 
dan un total de 4+4+4=12 
Veamos para el caso de N=3 para aclarar un poco más la idea y 
ca siderar una última condición. 
1 
2 
3 
1 
2 
3 
c 
2 
3 
1,2,3 
c 
2 
1,2,3 
1,2,3 
d 
1,3 
1,2,3 
1,2,3 
d 
1,3 
3 
1,2,3 
1 
2 
3 
1 
2 
3 
c 
1,3 
3 
1,2,3 
c 
1,3 
1,2,3 
1,2,3 
Figura 9 
d 
2 
1,2,3 
1,2,3 
d 
2 
3 
1,2,3 
1 
2 
3 
1 
2 
3 
c d 
2 2 
3 1,2,3 
1,2,3 1,2,3 
c d 
2 2 
1,2,3 3 
1,2,3 1,2,3 
Si alculamos las variaciones de cada casilla y las sumamos nos da: 
33 * 2 + 33 * 2 + 33 + 33 * 2 + 33 * 2 + 33 = 270 
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es decir, tendremos 270 autómatas distintos estructuralmente. 
Cuando no considerábamos los posibles repetidos que podían 
existir teníamos 4 casillas, ahora tenemos 6 porque eliminamos los 
repetidos que producirían los de la primera fila de la casilla. 
Conectamos el primer estado con el segundo de una forma forzada 
evitando repetición ya que tenemos una casilla especial para ello. 
En este caso hemos generado 270 autómatas, 
supuestamente, distintos en forma estructural. Pero no hemos 
realizado el control de repetición para la segunda fila y si miramos 
las casillas generadas comprobaremos que estamos generando autómatas 
iguales, ya que sólo controlamos por la primer fila. 
De esta manera el caso' de N=3 nos quedaría así: 
1 
A) 2 
3 
1 
D) 2 
3 
1 
G) 2 
3 
e 
2 
3 
1,2,3 
e 
2 
1,2 
1,2,3 
e 
2 
3 
1,2,3 
d 
1,3 
1,2 
1,2,3 
d 
1,3 
3 
1,2,3 
d 
1,3 
3 
1,2,3 
1 
B) 2 
3 
1 
E) 2 
3 
H) 2 
3 
e 
1,3 
3 
1,2,3 
e 
1,3 
1,2 
1,2,3 
e 
1,3 
3 
1,2,3 
Figura 10 
d 
2 
1,2 
1,2,3 
d 
2 
3 
1,2,3 
d 
2 
3 
1,2,3 
1 
e) 2 
3 
F) 2 
3 
1 
I) 2 
3 
e d 
2 2 
3 1,2 
1,2,3 1,2,3 
e d 
2 2 
t,2 3 
1,2,3 1,2,3 
e d 
2 2 
3 3 
1,2,3 1,2,3 
Si calculamos las variaciones de cada casilla y las sumamos nos da: 
esto nos aclara que en el caso anterior estábamos considerando 45 
autómatas iguales como si fueran distintos, aunque tengamos que 
considerar nueve casillas prototipo de generación. 
Podemos ver que la casilla e) es el caso especial de las 
casillas A) y B)¡ la casilla F) es el caso especial de las D) y E) 
por el control de repetición de la primera fila. La casilla G) es el 
caso especial de A) y D)¡ la casilla H) es el caso especial de B) y 
E) por el control de repetición la segunda fila. Y por último la 
casilla 1) es el caso especial de e), F}, G) Y H). 
Este proceso es sólo para obtener todas 
distintas de la subclase, luego tenemos 
variaciones posibles de los valores 
las formas estructurales 
que 
de 
agregar todas 
las funciones 
las 
de 
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omportamiento de los estados, evitando aquellas en que la acción es 
en todos los estados, por lo cual la fórmula nos quedaría 
ENERACION DE AUTOMATAS DE TAMARo 3 ~ NO CONSIDERADOS EN LA SUBCLASE 
Aquí consideraremos la generación de los autómatas no 
onsiderados en la subclase CONEXION OBLIGADA. El prototipo de tales 
utómatas tiene la siguiente forma estructural: (Figura 11) 
cd ,_ 
.................. ' \C,. d 
..•.. indica opcional 
Fiqura 11 
Existen algunos autómatas en los cuales se conectan los estados 
2 y 3, yesos ya están considerados en el análisis previo de los 
a tómatas de tamaño menor o igual a 3. Veamos algunos ejemplos de 
e ivalencias donde se cumple lo predicho(Figura 12 y 13) . 
Flqura 12 
.. .. .., 
I , I 
~
..•... indica opcional 
Figura 13 
Esto nos dice que solamente faltaban incluir aquellas formas 
es ructurales donde no se conectan los estados 2 y 3 i Y si existe 
co exi6n entre los estados 1 con el 2 y 1 con el 3. 
Entonces se deberían generar todas las formas estructurales que 
ti la característica de la Figura 11 y luego, combinar las 
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funciones comportamiento en los estados. 
Si analizamos las distintas formas estructurales vemos que si 
consideramos una de las ramas del autómata Fig. 11, podemos realizar 
J.2 variaciones diferentes de la forma estructural con alfabeto de 
salida de tamaño 2 (~={c,d}). (Fig.14) 
a) 
bJ 
~o -6' . 
. , 
~ .. " ~~~o 
d) 
cd 
Figura 14 
Pero como vamos a rotar o combinar los valores internos de cada 
estado por la función comportamineto, entonces no es necesario 
considerar el paso por "e" y luego por lid", ya que existirá una 
equivalencia al final de la generación: 
e 
Figura 15 
Así sólo tendremos que combinar 4 (por e) * 4 (por d) = 16 
estructuras distintas. 
Ahora agreguemos las acciones en 10s estados, eliminando los 
casos, en que la misma acción se encuentre presente en todos los 
estados a la vez. 
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sí la cantidad de autómatas distintos es: 
4 * 4 * (2 3 _ 2) = 96 
a Casilla Prototipo de los autómatas no incluídos en la Subclase es 
a siguiente: 
1 
2 
3 
c d 
2 3 
1,2 1,2 
1,3 1,3 
Figura 16 
Hay que tener en cuenta que se agregan 16 formas estructurales 
y 96 estrategias nuevas, donde el estado 1 puede conectarse 
3, sin existir conexión del 2 con el 3. Veamos el algoritmo. 
LGORITMO 
siguiente algoritmo produce la generación de 
e tructurales de los autómatas. 
v Id genera16() /* proc. genera 16 formas estructurales extras */ 
int raux1 [6] [2]; Int kl,k2,k3,k4; 
raux1 [1] [0]=2; raux1[1][l]=3; 
for (kl=1;kl<=2;kl++) { 
for (k2=1;k2<=2;k2++) 
r auxl [2] [O]=kl;rauxl[2] [1 ] '" k 2; 
for (k3=1;k3<=3;k3++) { 
for (k4=1;k4<=3; k 4 + +) 
I f «k3! = 2 ) 8c Be ( k 4 ! = 2 ) ) 
raux 1 [ 3] [O I = k 3 ;rauxl[ 3 Hl1=k4; 
grabacasilla(rau~l) ; 
} } 
Algorl tmo 1 
las formas 
El 
matrices 
procedimiento 
de transición 
"grabacasilla" almacena las filas de las 
de los distintos autómatas en forma 
secutiva en una Tabla "Autom" que es de tipo charo Es decir, cada 
ición de la tabla es un byte (8 bits) . y los autómatas en nuestro 
udio tendrán un tamaño menor o igual a 3 por lo que se realiza una 
versión de dos números enteros en un char (Ver Silvestri (1992) y 
se reduce el espacio de almacenamiento. 
Por último, con una gráfica aclaremos la idea de como quedan 
acenados los distintos autómatas de tamaño menor o igual a 3 a 
tir de la posición cero de la Tabla "Autom". (Figura 18) 
ultan del algoritmo las siguientes formas estructurales de los 
ómatas: (Figura 17) 
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e d e d e d e d 
1 §±8 1 §±§ 1 §±§ 1 §±§ 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 3 1 1 3 1 3 3 3 1 3 3 3 
e d e d e d e d 
'§±8 '§±§ '§±8 1 §±§ 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 3 1 1 3 1 3 3 3 1 3 3 3 
e d e d e d e d 
1 §±8 '§±8 '§±8 1 §±§ 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 3 1 1 3 1 3 3 3 1 3 3 3 
e d e d e d e d 
1 §i§ 1 §i§ 1 §±8 1 §i§ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 1 1 3 1 3 3 3 1 3 3 3 
Figura 17 
AUTOM: 
TAMARo 1 [ O O 1 1 
1 2 1 
1 
2 1 1 
3 2 1 
2 
4 1 2 
5 2 1 
3 
6 2 1 
TAMARo 2 
7 
4 
2 1 
8 2 2 
5 9 2 
2 
10 1 1 
~ 11 6 12 13 7 14 2 2 1 2 2 2 2 1 
i j 
Figura 18 
Así cuando incluyamos los de tamaño 3, cada uno de ellos ocupará 
3 posiciones char contigüas. Debemos acceder a esta tabla de 
estructuras para identificar un autómata índice de la Matriz 
Global. La idea es, teniendo un índice de la Matriz Global poder 
determinar el tamaño, luego la forma y por último las acciones 
internas de los estados del autómata al cual representa. Veamos como 
varían para cada uno de los tamaños las acciones internas 
considerando que cada tamaño me define la cantidad de posiciones 
donde cada una puede tener dos valores posibles (binario) . 
N=l CJ 2 1 = 2 combinaciones posibles [0,1] 
N=2 ] 2 2 = 4 " I1 [0,3] 
N=3 2 3 = 8 11 " [0,7] 
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~ así sucesivamente, donde cada posición tendrá un 1 ó O (C ó D) . 
~s decir, las variaciones de N posiciones con dos posibilidades cad.a. 
Jna es 2N , equivalente tener los números binarios 
caso de N=2 tendremos : 
N=2 [0,3] [ 00 01 10 
11 
N [0,2 -1]. 
Jero en la forma que analizaremos, eliminaremos los 
~quivalentes, cuando N>l : 
1111. ... 1 
0000 .... O = 
1 
O 
En el 
casos 
E S decir, cuando el tamaño es mayor que 1 y sus acciones de 
(omportamiento son iguales, son equivalentes al autómata de tamaño 
\ no correspondiente. De esta manera tenemos 2N -2 distintos. En 
ruestro caso de N=2 eliminaremos el "00" (O) Y el "11" (3). 
Por ejemplo, si tenemos el índice 231, significará que tenemos 
un cierto autómata con forma estructural y acciones en sus estados. 
TAMAÑO CANTIDAD CANTIDAD CANTIDAD CANTIDAC FORMAS PERHUTACIONES DISTINTOS ACUMUL.ADA INDICE 
1 
1 1 2 = 2 2 2 < 231 _. 
2 
2 12 2 - 2 = 2 24 26 < 231 
3 
3 225+16 2 - 2 '" 6 1.350+96 1.471 :> 231 
4 
4 5.488 2 - 2 = 14 76.832 78.304 > 231 
¡ ! , 
Tabla 1: Tabla de cantidades crecientes de autómatas dls tintos 
E primer número de la cantidad acumulada mayor que el valor índice 
nos está diciendo que el tamaño es el correspondiente a tal cantidad. 
acumulada. Vemos que en la posición 26 comienza el N=3, ya que de la 
O a la 25 se encuentran los correspondientes a N=l y N=2. Lo que 
hécemos es restar al 231 los 26 primeros, y nos quedan 205. A este 
valor lo dividimos por 23 _2= 6, para indicar que es el autómata 
número 34 de tamaño 3 y el resto de esta división al ser 1 nos dice 
que es la segunda combinación de acciones. Esto último es porque no 
cc¡nsideramos el cero, entonces cuando la función módulo nos devuelve 
O (cero), nos indica que es la combinación 001 (1) Y cuando nos 
deiVUelve 1 es la combinación 010 (2). 
De esta manera el autómata identificado es el de la Figura 19. 
Cape aclarar que en este último paso de identificación de los 
aUL.ómatas ya se encuentran incluídos los que no pertenecían a la 
Supclase, o sea que esta es la generación completa. 
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e d 
! II--:--+--~--I 
Figura 19 
E3EMPLO ILUSTRATIVO 
Las siguientes figuras muestran pantallas del sistema para el 
Dilema de los Prisioneros con la Matriz de Pagos de la Figura 1. La 
Matriz Global de Pagos para autómatas de tamaño <= 3 es de 1471 
filas por 1471 columnas, donde cada posición contiene 2 números 
reales. Esta y la secuencia de eliminación Débil en Orden 
Fila-Columna resultan demasiado grandes para incluirse aquí, pero se 
puede observar una reducción notable tanto del número de filas como 
el número de columnas a 1017, ya que hay 454 filas y 454 columnas 
eliminadas con este tipo de eliminación. 
Además agregamos una muestra de la pantalla del Area de 
Resultados Factibles, el Area del Folk Theorem (resultados de 
equilibrios de Nash) y un ejemplo de autómatas en equilibrio que no 
pertenece a la subclase CONEXION OBLIGADA. 
Figura 21: Panlall a de 1 Area de 1 
Fo I k Theorelll. 
Figura 20: Pant.alla de 1 Area de 
R esu 1 lados Facl lbl es. 
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igura 22: EJemplo de 
A t6matas en Equlllbrlo 
qu no pertenecen 
a la SU8CL A SE CONEXI OH 
O LIGADA (loc óltlmos 
c onsl dorados en el 
a "lsIs·. 
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El desarrollo del presente sistema permitió obtener equilibrios 
no fueron considerados en tratamientos anteriores. 
Se pudo observar también una substancial reducción de las 
e trategias resultantes en el ejemplo de El Dilema de los Prisioneros 
c ando se consideran dominaciones Regular y Débil 
Fuerte) . 
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